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Âåäóùàß îðãàíèçàöèß : ãîñóäàðñòâåííîå îáðàçîâàòåëüíîå ó÷ðåæäåíèå
âûñøåãî ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèß
"Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò"
Çàùèòà ñîñòîèòñß 8 îêòßáðß 2009 ãîäà â 16:00 íà çàñåäàíèè äèññåðòà-
öèîííîãî ñîâåòà Ä 212.081.24 ïðè ÃÎÓÂÏÎ Êàçàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò èì.Â.È.Óëüßíîâà-Ëåíèíà ïî àäðåñó: 420008, ã. Êàçàíü, óë.
Êðåìëåâñêàß, ä. 35.
Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñß â áèáëèîòåêå Êàçàíñêîãî ãîñó-
äàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.
Àâòîðåôåðàò ðàçîñëàí " " 2009 ã.
Ó÷åíûé ñåêðåòàðü
äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà Ä 212.081.24
ê.ô.-ì.í., äîö. Åíèêååâ À.È.
Àêòóàëüíîñòü òåìû è îáùàß õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû.
Äèññåðòàöèîííàß ðàáîòà ïîñâßùåíà èçó÷åíèþ ñòðóêòóðíûõ ñâîéñòâ
âåðõíèõ ïîëóðåøåòîê n-â.ï. òüþðèíãîâûõ ñòåïåíåé (äàëåå, T -ñòåïåíåé,
èëè ñòåïåíåé) äëß ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ n > 0 .
Èçó÷åíèþ âåðõíèõ ïîëóðåøåòîê òüþðèíãîâûõ ñòåïåíåé, ñîñòîßùèõ
èç êîíå÷íûõ áóëåâûõ êîìáèíàöèé ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ, ïîñâßùåíû
ìíîãèå ðàáîòû. Â òðóäàõ Àðñëàíîâà, Äîóíè, Åéòñà, Êàëèìóëëèíà, Êóïå-
ðà, Ëàõëàíà, Ëåìïïà, Ëè, Ñîàðà, Õàððèíãòîíà èññëåäóþòñß ðàçëè÷íûå
ñâîéñòâà ðàçëîæèìîñòè, èçîëèðîâàííîñòè, äîïîëíßåìîñòè è íåäîïîëíßå-
ìîñòè äëß ñòåïåíåé èç ýòèõ ñòðóêòóð.
Â ïîñëåäíèå íåñêîëüêî äåñßòèëåòèé â òåîðèè âû÷èñëèìîñòè îñîáûé
èíòåðåñ ïðåäñòàâëßþò òåîðåòèêî-ìîäåëüíûå àñïåêòû ðàçëè÷íûõ ñòðóê-
òóð. Ìíîãèå êðóïíûå ïðîáëåìû äëß T -ñòåïåíåé íà ñåãîäíßøíèé äåíü
ñâßçàíû ñ âîïðîñàìè îïðåäåëèìîñòè è ýëåìåíòàðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè.
Èçó÷åíèå ñòðóêòóðíûõ ñâîéñòâ íåðåäêî ïðèâîäèò ê íàõîæäåíèþ îòëè-
÷èé â ýëåìåíòàðíûõ òåîðèßõ èçó÷àåìûõ ñòðóêòóð.
Íàïðèìåð, èçó÷àß âîïðîñû äîïîëíßåìîñòè â 2-â.ï. ñòåïåíßõ è èñ-
ïîëüçóß òåîðåìó Êóïåðà è Åéòñà î íåäîïîëíßåìîñòè â â.ï. ñòåïåíßõ, Àð-
ñëàíîâ [1-2] äîêàçàë ðàçëè÷èå ýëåìåíòàðíûõ òåîðèé âåðõíèõ ïîëóðåøåòîê
â.ï. è n-â.ï. T -ñòåïåíåé ïðè ëþáîì n > 1 . Çàòåì Äîóíè [3] âûäâèíóë
ãèïîòåçó î òîì, ÷òî ýëåìåíòàðíûå òåîðèè n-â.ï. è m-â.ï. ñòåïåíåé ïðè
ðàçëè÷íûõ n,m > 1 ñîâïàäàþò. Îäíàêî Àðñëàíîâ, Êàëèìóëëèí è Ëåìïï
[4] äîêàçàëè, ÷òî âåðõíèå ïîëóðåøåòêè 2-â.ï. è 3-â.ï. ñòåïåíåé íå ßâëßþò-
ñß ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíûìè. Äëß îáùåãî ñëó÷àß âîïðîñ äî ñèõ ïîð
îñòàåòñß îòêðûòûì.
Øèðîêèé ïîäêëàññ çàäà÷ ñîñòàâëßþò âîïðîñû î ñâîéñòâàõ ÷àñòè÷-
íûõ ïîðßäêîâ íèçêèõ n-â.ï. ñòåïåíåé. Ñâîéñòâà íèçêèõ ñòåïåíåé èçó÷à-
ëèñü â ðàáîòàõ Àðñëàíîâà, Äîóíè, Êóïåðà, Ëåìïïà, Ëè, Ñàêñà, Þ (ñì.
[5-9]). Íåîäíîêðàòíî óïîìèíàëîñü Äîóíè [9-10], ÷òî íåèçâåñòåí îòâåò íà
âîïðîñ îá ýëåìåíòàðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ÷àñòè÷íûõ ïîðßäêîâ 2-íèçêèõ
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â.ï. è 2-íèçêèõ 2-â.ï. ñòåïåíåé.
Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èçó÷åíû ñâîéñòâà ðàçëîæèìîñòè 2-â.ï.
ñòåïåíåé ñ èçáåãàíèåì êîíóñîâ, èçó÷åíû âîïðîñû ñèëüíîé íåäîïîëíßåìî-
ñòè â íèçêèõ â.ï. ñòåïåíßõ, äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå íèçêèõ 2-â.ï. ñòåïåíåé
ñ îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè, ÷òî ïîçâîëßåò äîêàçàòü ðàçëè÷èå ýëåìåí-
òàðíûõ òåîðèé íèçêèõ â.ï. è íèçêèõ 2-â.ï. ñòåïåíåé. Êðîìå òîãî, êîí-
ñòðóêöèß ïîçâîëßåò àâòîìàòè÷åñêè ïîëó÷èòü ðàçëè÷èå ÷àñòè÷íûõ ïîðßä-
êîâ n-íèçêèõ â.ï. è n-íèçêèõ 2-â.ï. ñòåïåíåé. Òàêèì îáðàçîì, ïðè n = 2
ïîëó÷àåì îòâåò íà óïîìßíóòûé âûøå âîïðîñ Äîóíè.
Öåëü ðàáîòû.
Öåëüþ íàñòîßùåé ðàáîòû ßâëßåòñß:
1. Èçó÷åíèå ñòðóêòóðíûõ ñâîéñòâ T -ñòåïåíåé òàêèõ, êàê ðàçëîæè-
ìîñòü, èçîëèðîâàííîñòü, äîïîëíßåìîñòü è íåäîïîëíßåìîñòü.
2. Íàõîæäåíèå ïîëåçíûõ âçàèìîñâßçåé ìåæäó ýòèìè ñâîéñòâàìè.
3. Èññëåäîâàíèå ÷àñòè÷íûõ ïîðßäêîâ íèçêèõ n-â.ï. T -ñòåïåíåé è óñòà-
íîâëåíèå ýëåìåíòàðíîãî ñõîäñòâà èëè ðàçëè÷èß íèçêèõ â.ï. è íèçêèõ
2-â.ï. T -ñòåïåíåé.
4. Íàõîæäåíèå ôîðìóë, êîòîðûå áû îòëè÷àëè ýëåìåíòàðíûå òåîðèè
ñòðóêòóð, íîñèòåëßìè êîòîðûõ ßâëßåòñß ðàçëè÷íûå ïîäêëàññû êëàñ-
ñà âñåõ T -ñòåïåíåé.
Ìåòîäû èññëåäîâàíèß.
Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èñïîëüçóþòñß ìåòîäû òåîðèè âû÷èñëè-
ìîñòè. Îñíîâíûìè ìåòîäàìè äëß äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì ßâëßþòñß ìå-
òîäû ïðèîðèòåòà ñ êîíå÷íûìè è áåñêîíå÷íûìè íàðóøåíèßìè è ìåòîä
äåðåâüåâ äëß ïðîâåäåíèß ïðèîðèòåòíûõ êîíñòðóêöèé. Òåîðåìû 1.1, 2.1,
3.1 èñïîëüçóþò 0′′ -,0′′′ - è 0′′′ -ïðèîðèòåòíûå ðàññóæäåíèß íà äåðåâüßõ,
ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.2 èñïîëüçóåòñß ìåòîä ïðè-
îðèòåòà ñ êîíå÷íûìè íàðóøåíèßìè (ìåòîä 0 ′ -ïðèîðèòåòà).
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.
1) Ñôîðìóëèðîâàíî è äîêàçàíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëß âîçìîæíî-
ñòè ðàçëîæåíèß ñîáñòâåííîé 2-â.ï. ñòåïåíè ñ èçáåãàíèåì âåðõíåãî êîíóñà
ïðîèçâîëüíîé ∆02 -ñòåïåíè. Òåì ñàìûì äîêàçàí ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé òåî-
ðåìû Ñëàìàíà è Øîðà è â ðàçíûõ ñìûñëàõ îáîáùåíû òåîðåìà Êóïåðà î
ðàçëîæåíèè 2-â.ï. ñòåïåíåé è òåîðåìà Ñàêñà î ðàçëîæåíèè â.ï. ñòåïåíåé
ñ èçáåãàíèåì êîíóñîâ.
2) Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå äâóõ íèçêèõ íåâû÷èñëèìûõ 2-â.ï. ñòå-
ïåíåé d è e òàêèõ, ÷òî 0 < d < e è äëß ëþáîé 2-â.ï. ñòåïåíè w âû-
ïîëíßåòñß: [w ≤ e → [w ≤ d ∨ d ≤ w]] . Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèß ïîëó÷àåì
ðàçëè÷èå ýëåìåíòàðíûõ òåîðèé ÷àñòè÷íûõ ïîðßäêîâ n-íèçêèõ â.ï. è n-
íèçêèõ 2-â.ï. ñòåïåíåé äëß ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n > 0 .
3) Äîêàçàíî ñâîéñòâî ñèëüíîé íåäîïîëíßåìîñòè â íèçêèõ â.ï. ñòåïå-
íßõ.
Íàó÷íàß íîâèçíà.
Âñå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ßâëßþòñß íîâûìè, ïîëó÷åíû àâòîðîì
ñàìîñòîßòåëüíî è ñíàáæåíû ïîäðîáíûìè äîêàçàòåëüñòâàìè. Íåêîòîðûå
èõ íèõ îòâå÷àþò íà îòêðûòûå âîïðîñû, ñôîðìóëèðîâàííûå â ðßäå ïóá-
ëèêàöèé (ñì. Äîóíè [9-10]), äðóãèå îáîãàùàþò è äîïîëíßþò èçâåñòíûå
ôàêòû î òàêèõ ñòðóêòóðíûõ ñâîéñòâàõ òüþðèíãîâûõ ñòåïåíåé, êàê ðàç-
ëîæèìîñòü, èçîëèðîâàííîñòü, äîïîëíßåìîñòü è íåäîïîëíßåìîñòü.
Òåîðåòè÷åñêàß è ïðàêòè÷åñêàß çíà÷èìîñòü.
Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû â òåîðèè âû÷èñëèìîñòè äëß äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé
ñâîéñòâ ðàçëè÷íûõ ñòåïåííûõ ñòðóêòóð. Ìàòåðèàëû äèññåðòàöèè ìîãóò





• íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Logic Colloquium-2006" (Íåéìåãåí,
Íèäåðëàíäû, 2006 ã.)
• íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèß-2007" (Íîâî-
ñèáèðñê, 2007 ã.);
• íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Logic Colloquium-2008" (Áåðí,
Øâåéöàðèß, 2008 ã.);
• íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Logic Colloquium-2009" (Ñîôèß,
Áîëãàðèß, 2009 ã.);
• íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèß-2009" (Íîâî-
ñèáèðñê, 2009 ã.);
• íà ñåìèíàðàõ "Àëãåáðà è ëîãèêà" è "Òåîðèß âû÷èñëèìîñòè" (Íîâî-
ñèáèðñê, 2009 ã.)
• íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ è èòîãîâûõ êîíôåðåíöèßõ êàôåäðû àëãåáðû
è ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà
èì. Â.È.Óëüßíîâà-Ëåíèíà â 2006-2009 ãã.
Ïóáëèêàöèè.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â òðåõ ñòàòüßõ [12-14] è ñåìè
òåçèñàõ [15-21], ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.
Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû.
Äèññåðòàöèîííàß ðàáîòà èçëîæåíà íà 86 ñòðàíèöàõ è ñîñòîèò èç
ââåäåíèß, òðåõ ãëàâ, è áèáëèîãðàôè÷åñêîãî ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ èñ-
òî÷íèêîâ, ñîäåðæàùåãî 31 íàèìåíîâàíèå.
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Ñîäåðæàíèå ðàáîòû.
Âî ââåäåíèè ïðîâåäåí îáçîð èññëåäîâàíèé, ñâßçàííûõ ñ òåìîé äèñ-
ñåðòàöèè, è ïðèâåäåíû îñíîâíûå îïðåäåëåíèß è îáîçíà÷åíèß, èñïîëüçóå-
ìûå â ðàáîòå.
Ïåðâàß ãëàâà ïîñâßùåíà èçó÷åíèþ ñâîéñòâà ðàçëîæèìîñòè T -
ñòåïåíåé è ñâßçè ìåæäó ðàçëîæèìîñòüþ è èçîëèðîâàííîñòüþ â T -
ñòåïåíßõ. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ãëàâû ßâëßåòñß òåîðåìà 1.1, â êîòîðîé
äîêàçûâàþòñß äîñòàòî÷íûå óñëîâèß äëß ðàçëîæåíèß 2-â.ï. ñòåïåíè a ñ
èáçåãàíèåì âåðõíåãî êîíóñà ∆02 -ñòåïåíè d , ðàñïîëîæåííîé ïîä a .
Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü a è d òàêèå ñîáñòâåííî 2-â.ï. ñòåïåíè, ÷òî
0 < d < a è ìåæäó a è d íåò â.ï. ñòåïåíåé. Òîãäà ñóùåñòâóþò 2-â.ï.
ñòåïåíè x0 è x1 òàêèå, ÷òî a = x0 ∪ x1 è d  x0 , d  x1 .
Òåîðåìà ïðèìåíèìà ïðè a = d (ìåæäó a è d ïî-ïðåæíåìó íåò â.ï.
ñòåïåíåé), è ïîëó÷àåì òåîðåìó Êóïåðà [11] î ðàçëîæåíèè 2-â.ï. ñòåïåíåé.
Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.1. ñëåäóåò, ÷òî ñòåïåíü d ìîæåò áûòü ïðî-
èçâîëüíîé ∆02 -ñòåïåíüþ, êîòîðàß íå ßâëßåòñß âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîé.
Òåîðåìà 1.2 ïîêàçûâàåò, ÷òî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå èçîëèðîâàííîñòè
â êëàññå â.ï. ñòåïåíåé íå ßâëßåòñß íåîáõîäèìûì. Ïîä èçîëèðîâàííîñòüþ
ïîäðàçóìåâàåì îòñóòñòâèå â.ï. ñòåïåíåé ìåæäó äâóìß 2-â.ï. ñòåïåíßìè.
Òåîðåìà 1.2. Ñóùåñòâóþò â.ï. ñòåïåíü b, 2-â.ï. ñòåïåíè d, a,
x0 , x1 òàêèå, ÷òî 0 < d < b < a, a = x0 ∪ x1 , d  x0 , d  x1 , è
ñòåïåíè d è a ßâëßþòñß ñîáñòâåííî 2-â.ï. ñòåïåíßìè.
Äàëåå ïðèâîäßòñß íåñêîëüêî ñëåäñòâèé èç òåîðåìû 1.1 äëß ñòåïåíåé
a , b , îáðàçóþùèõ "âîñüìåðêó" ("bubble"): ∀ w [w ≤ e → [w ≤ d ∨
d ≤ w]] . Ýòè ñëåäñòâèß ðàíåå ïîëó÷åíû Àðñëàíîâûì, Êàëèìóëëèíûì è
Ëåìïïîì [4], îäíàêî ïðåäëîæåííûé íàìè ïîäõîä ìîæåò áûòü ïðèìåíåí
íà áîëåå âûñîêèå óðîâíè èåðàðõèè Åðøîâà.
Ãëàâà 2 ïîñâßùåíà ïðîáëåìå ñóùåñòâîâàíèß "âîñüìåðêè" ñ ðàçíûìè
ñâîéñòâàìè. Òåîðåìà 2.1 ßâëßåòñß îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ãëàâû. Èç íåå
ñëåäóåò, ÷òî "âîñüìåðêè" ñóùåñòâóþò è â íèçêèõ 2-â.ï. ñòåïåíßõ.
7
Òåîðåìà 2.1. Ñóùåñòâóåò íèçêèå 2-â.ï. ñòåïåíè d, e òàêèå, ÷òî
0 < d < e è äëß ëþáîé 2-â.ï. ñòåïåíè w âûïîëíßåòñß: [w ≤ e → [w ≤
d ∨ d ≤ w]] .
Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèß ýòîé òåîðåìû ïîëó÷àåì, ÷òî ÷àñòè÷íûå ïîðßä-
êè íèçêèõ â.ï. è íèçêèõ 2-â.ï. ñòåïåíåé íå ßâëßþòñß ýëåìåíòàðíî ýêâèâà-
ëåíòíûìè.
Ñëåäñòâèå 2.1. Ýëåìåíòàðíûå òåîðèè ÷àñòè÷íûõ ïîðßäêîâ íèç-
êèõ â.ï. è íèçêèõ 2-â.ï. ñòåïåíåé ðàçëè÷íû.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1 ïîçâîëßåò îáîáùèòü ñëåäñòâèå 2.2 íà
ñëó÷àé n-íèçêèõ ñòåïåíåé ïðè ïðîèçâîëüíîì n > 1 .
Ñëåäñòâèå 2.2. Ýëåìåíòàðíûå òåîðèè ÷àñòè÷íûõ ïîðßäêîâ
n-íèçêèõ â.ï. è n-íèçêèõ 2-â.ï. ñòåïåíåé ðàçëè÷íû äëß ëþáîãî n > 0.
Ñëåäñòâèß 2.1 è 2.2 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþò èç òåîðåìû 2.1 è òåî-
ðåìû Ñàêñà [7] î ðàçëîæåíèè â.ï. ñòåïåíåé. Ñëåäñòâèå 2.1 ìîæíî òàêæå
äîêàçàòü íàëîæåíèåì äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé â òåîðåìå 3.1, íî ýòî äå-
ëàåò äîêàçàòåëüñòâî î÷åíü ãðîìîçäêèì è íå ïîçâîëßåò íåïîñðåäñòâåííî
ïîëó÷èòü ñëåäñòâèå 2.2. Ïðè n = 2 ñëåäñòâèå 2.2 îòâå÷àåò íà îòêðûòûé
âîïðîñ, ïîñòàâëåííûé Äîóíè [9-10].
Â ãëàâå 3 èçó÷àþòñß âîïðîñû äîïîëíßåìîñòè è íåäîïîëíßåìîñòè. Â
íåé ââîäèòñß ïîíßòèå ñèëüíîé íåäîïîëíßåìîñòè. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì
ãëàâû ßâëßåòñß òåîðåìà î ñèëüíîé íåäîïîëíßåìîñòè â íèçêèõ â.ï. ñòåïå-
íßõ. Òàêæå àíàëèçèðóþòñß äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèß äëß òåîðåìû 3.1 äëß
ïîëó÷åíèß óïîìßíóòîãî âûøå ñëåäñòâèß 2.1.
Òåîðåìà 3.1. Ñóùåñòâóþò íèçêèå íåâû÷èñëèìûå â.ï. ñòåïåíè
b < a òàêèå, ÷òî b ñèëüíî íåäîïîëíßåìà äî a.
Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü è èñêðåííþþ áëàãîäàð-
íîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Àðñëàíîâó Ìàðàòó Ìèðçàåâè÷ó çà
ïîñòàíîâêó çàäà÷, èíòåðåñ ê èññëåäîâàíèßì àâòîðà è ïîääåðæêó â ðàáîòå.
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